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ABSTRACT

A magic square of order nisan n by n matrix with distinct nonnegative integer with the property that
the sum of the numbersin each row, each column and the main and back diagonalsis same. Thissumisthe

magic sum.

In this paper we will discuss some methods to construct the first n? positive integers for magic
squares. The first method that will be established is Latin square Decomposition. Some magic squares can
be derived directly with this method. Other methodsthat al so will be discussed aretrial and error method, De
La Loubére construction, Strachey construction, and product construction.

Finally we conclude that for all positif integersn, n# 2, it can be constructed amagic square of order-n.
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1. PENDAHULUAN

Dalam kasus umum persegi gjaib (Magic
Squares) ditunjukkan oleh bilangan-bilangan dalam
tabel yang secara numerik dan analitik elemen-
elemennyamemenuhi sgjumlah ketentuan dasar dan
relas penjumlahan. Relasi dasar yang mengaitkan
beberapa sifat konstan bagi elemen-elemen yang
berlokas dalam baris, kolom dan duadiagonal dari
tabel persegi, danrdas penjumlahan yang mengaitkan
karakterigtik jumlahan untuk beberapahimpunanlain
dari eemen-elemennya. Dalam perkembangannya,
relas bisadiperluastidak hanyajumlahan biasatetapi
juga diterapkan pada jumlahan modulo. Hillard
(1994) memperkenalkan operas modul o primauntuk
memperbesar persegi gaib.

Suatu caratradisond untuk menydesaikansamua
measdahyang disebutkan di atasdengan pemilihansfat
perhitungan tertentu dari barisan bilangan yang akan
membangkitkan persegi gaib. Sebagai contoh, dengan
caraini Andrew (1917), Benson (1976) dan Cazalas
(1934) telah menye esaikan masal ah mengkonstruks
persegi gaib bebergpabilangan adi dan kelipatannya,
Andrew (1960) dan Chebrakov (1998) menye-lesaikan
untuk pengkongtruksianbilangan prima.

Cahyono (2004) menguraikan formulas anditik
danagoritmauntuk menyusun beberagpapersegi gab
melaui dekomposis persegi Latin. Namunformulas
ini masih berlaku secara parsial. Kreher (2004)
mencobamemformulasikan persegi gjaib berorder
ganjil (2n + 1). Dengan formulaini makaseparo dari

magic square, decomposition, orthogonal Latin square, De Lal oubére construction, Strachey
construction, product construction.

pekerjaan konstruks persegi gaib sembarang order
sudah selesal.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini direncanakan dalam empat
tahapan yaitu tahap inisisasi, investigasi,
pengembangan, dan verifikasi.

Hal yang akan dilakukan padatahapinisias
adalah

a. Pengkgianliteratur terutamatentang karakterisas
persegi gab berorder tertentu yang menggunakan
metodadekomposis persegi latin. Mempel gjari
metodayang digunakan dalam studi tersebuit.

b. Mempegari kembali dekomposis bilangan atas
bilangan lain yang tersusun dalam bentuk matriks
persegi.

Sedangkan pada tahap investigasi yang
dilakukanadaah

a. Penydidikententangeksstens persegi gaibuntuk
beberapa order. Pada tahap ini diharapkan
mendapatkan pengetahuan tentang eksistensi
persegi gaib padaorder kecil. Pengetahuan ini
diharapkan dapat diperumum pada tahap
sanjutnya

b. Mengkgilebihlanjut Sfat-sfa srukturd lainyang
bergunabagi pengembangan generdisas.

c. Mengkonstruks persegi gaib dengan order yang
lebih besar berdasarkan karakteristik dan sifat
srukturd persegi gaborder yanglebihkecil yang
tel ah diturunkan padatahap sebelumnya
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Pada tahap pengembangan hal yang akan
dilakukanadaah

1. Menyusunhasil temuan di atasuntuk mengkaji
kasusyang lebih umum.

2. Menyusunsyarat perludan cukup untuk eksstens
persegi gab order-n.

3. Menggunakan syarat perlu dan cukup tersebut
untuk mengkaji |ebihlanjut tentang ada-tidaknya
persegi gaibtersebut.

Padatahap verifikas hal yang akan dilakukan
adal ah dengan menuliskan hasil ke dalam bukti-bukti
matemétis.

3.HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1. Konsep Dasar Persegi Ajaib
a. Jumlah Ajaib

Pandang persegi gjaib baku n x n, maka
elemen-elemen padapersegi ini adalah: 1, 2, 3, ...,
n. Untuk persegi ini makajumlah semuabilangan
addah

S,

n

1+2+3+...+n?

dan jumlah bilangan-bilangan dalam satu garisatau
sering dissbut sebagal bilangangaib persegi ini addah

b. Dekomposisi Bilangan Persegi
Untuk memperoleh suatu aturan tertentu dalam
menyusun persegi agjaib dari sembarang order,

X=pn+q,
dengan mengambil nilai-nilai p=0,1,2,...,n—1,
dang=1,2,3, ..., n. Jelasbahwasemuabilangan
dari 1 sampai n? dapet dinyatakan sebagai kombinasi
dari setigp nilai dari p dengan setigp nilai dari q.

L ebih lanjut, semuabilangan yang digunakan
untuk mendekomposis bilangan padapersegi dengan
rumuspn + ¢ adalah memungkinkan diekspresikan
dengan menggunakan dua bagian, yang berurutan,
dimanamenggunakan huruf-huruf Latina, b, c, ...,
untuk bagian pertamapn, dan huruf Yunani o, 3, 7,
0, ..., untuk bagian kedua . Dalam hal ini untuk
sembarang bilangan x selalu ada huruf Latin dan
Yunani yang jumlahnyasamadengan x dengan huruf-

..., N. Nantinyaurutan penulisan huruf-huruf Latindan
Yunani tidak harus dalam bentuk tertentu, dan
sembarang huruf latin dapat menyatakan bilangan-
bilangan 0, n, 2n, 3n, (N —1)n, sepanjang semuanilai
berbedadiambil darinya, demikian pulauntuk huruf-
huruf Yunani.

Sekarang sembarang bilangan 1, 2, ..., n?
dalam persegi dapat direpresentasikan dengan sebuah
pasangan huruf Latindan huruf Yunani, katakan dengan
b + dataua + 3, dan sebagainya. Jkamasing-masing
huruf Latin digabungkan dengan masing-masing huruf
Yunani, maka jelas bahwa semua bilangan dari 1
sampai n? harus dihasilkan, dan juga jelas bahwa
setigp kombinas yang berbedadari huruf-huruf selau
menghasilkan bilangan yang berbeda, dengan tidak
adabilanganyangterulang.

c. Persegi Latin

Persegi Latin order-n tersusun atasn bilangan
yang berbeda. Dalam persegi Latin n bilangan-
bilanganitutersusun sedemikian hinggasetigp bilangan
beradatepat satu kali pada setiap baris dan setiap
kolom. Normalnya n bilangan itu diambil dari n
bilangan bulat posisif pertama.

Dua persegi latin A = [a;] dan B = [b,]
berorder-n dikatakan ortogonaf jika pasangan
berurutan (aij, bij) semuanyaberbedauntuk i, j =1,
2,...,N.

d. Dekomposisi Persegi Latin Ortogonal

Telah diperlihatkan bahwa semua bilangan
dalam persegi dapat dinyatakan dengan kombinas
dari huruf Latindan Yunani. Ha ini akan memberikan
suatu aturan untuk pengkonstruksian suatu persegi
gaib. Pertama, huruf-huruf Latin diletakkan dalam
Setigp demen persegi sedemikian hinggajumlahdalam
sigp garisada ah sama. Oleh karenaterdapat n huruf
dan harus mengisi elemen sebanyak n? secara
bersama-samadal am persegi, makamasing-masing
huruf akan berulang muncul sebanyak n kali. Secara
sama huruf-huruf Yunani diletakkan dalam setiap
elemen persagi sedemikian hinggajumlah daam setiagp
garisadalah sama. Maka, untuk semuagaris, jumlah
semuabilanganyang dibuat olenkombinas huruf Latin
dan Yunani akan sama. Lebih lanjut, dalam
penyusunan dimanasetiap huruf Latindikombinasikan
dengan setiap huruf Yunani, dengan metodaini tidak
satupun bilangan dari 1 sampai n? yang terlewatkan,
dantidak akan adayang dihasilkan duakali.
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Dengan menggunakan aturan di atas untuk
membuat masing-masing order persegi bergantung
padaberapabanyaknyademen, akan dimula dengan
sembilan elemen atau order tiga. Hal ini jelasjika
persegi yang terdiri dari satu sel akan selalu gjaib
bergpapun eemen bilangannya Untuk persegi dengan
order duayaitu persegi dengan 4 elemen, tidak cukup
ruang untuk penyusunan seperti di atas. Lebihlanjut,
secaraumum terlihat bahwauntuk masing-masingtipe,
adan huruf Latin danjugan huruf Yunani, dan semua
garismempunyai sgjumlah sel yang sama, dengan
kondis yang diberikan terpenuhi jikamasing-masing
garis memuat semua huruf Latin dan Yunani.
Baga manapunjikahuruf yang sasmamuncul duaatau
tiga kali dalam suatu garis, maka selalu perlu
mempunyai jumlah semuahuruf yang terjadi dalam
setigp barissamadenganjumlah semuahuruf Latina
+b+c+...,ataujumlah semuahuruf Yunani o+ 8

+y+0+..

3.2. Konstruksi Analitik Persegi Ajaib
3.2.1. Metoda Dekomposisi Persegi Latin
Meskipun metoda analitik dalam
mengkonstruksi persegi g aib hanyaberlaku pada
order tertentu, namun caraini dipandang sebagai
pembangkit keberadaan persegi gjaib selanjutnya
yang berorder |ebih besar. Akan dibahas eksistensi
dan beberapavarias metodakonstruks persegi gaib
pada beberapaorder yang diberikan.

a. Persegi Ajaib 3x 3

Untuk mendekomposis persegi gjaib berorder
3, atau n = 3, makadiperlukan huruf-huruf Latina,
b, ¢; dan huruf-huruf Yunani ¢, f3, ¥, di manahuruf-
huruf Latinmenjaani nilai-nilai 0, 3, 6 dan huruf-huruf
Yunani menjaani nilai-nilai 1, 2, 3. Sekarang dimulai
dengan huruf a, b, ¢, dan mudah untuk
memasukkannyake dalam 9 sel dari persegi dalam
Setigp barisdan kolom dari ketigahuruf yang terjadi.
Sebagai contoh seperti padagambar 2.1. di bawah

In:
Yy | B |
al| vy | B
B|laly
Gambar 2.1

Terlihat bahwadd amsatu diagond masing-masing huruf
a, b, c muncul, tetapi dalam diagond lain huruf yang
samac muncul tigakai; danmudahdilihat bahwatidak
mungkinterjadi ssmuaketigahuruf yang berbedaddam
keduagaris(diagond) hanyasekdi. Bagainamapun, hd
ini tidek menyebabkan suatu masaah sepanjang diagond
3c addah samadenganjumlahdiagond yanglaina+b
+ ¢; yaitu memberikan 2c =a + b. Dari hal ini, jelas
bahwac harusdiambil nilai 3, danhuruf adanb dikaitkan
dengannila Oatau 6; jadi ituakanmenjadi 2c=a+b.
Olehkarenaituakan menjadi mungkinuntuk mengambil
salah satu dari a = 0 atau b = 0 dan dari sini, jJumlah
masing-masinggarisaddaha+b+c=09.

Secara sama, huruf-huruf Yunani dapat
didistribusikan dalam persegi order 3 dan kitadapat
menyatakannyadalam gambar 2.2 dengan susunan
terbalik dengan huruf Latin. :

a b C
b C a
C a b
Gambar 2.2:

Daamhd ini perludibatas bahwa2y= o+ 3,
dan oleh karena itu haruslah y = 2. Maka jika
dikombinasikan secaradami masing-masing sdl dari
gambar 2.1 dengan masing-masing sel padagambar
2.2 yang seletak akanterlihat bahwamasing-masing
huruf Latin dikombinasikan dengan masing-masing
huruf Yunani, sedemikian hinggamengkombinasikan
semua bilangan dari 1 sampai 9; dan ini akan
memberikan gambar 2.3. berikut:

aty | b+f | cta

bta | cty | atf

C+f | ata | bty
Gambar 2.3:

Dengan mengambil ¢ = 3 dan y = 2 pada
gambar 2.3, makahuruf a danb bernilai 0 dan 6, dan
jugahuruf ozdan Bbernilai 1 dan 3. Jikadiandaikan
bahwaa =0danb =6, dan o =1 dan = 3, maka
diperoleh persegi gjaib seperti pada gambar 2.4.
berikutini :

Hendarto Cahyon, Metoda Pengkonstruksian Persegi Ajaib I 85



2191 4

7151 3

618
Gambar 2.4:

Terlihat bahwajumlah untuk masing-masing
garisadalah 15. Jikanilai-nilai dari huruf a danb
dipermutasikan, dan demikian pula oc dan 3, jelas
bahwaakan diperoleh suatu persegi gjaib baru.

b. Persegi Ajaib 4 x 4

Untuk menyususun persegi gjaib berorder 4
yaitun =4 dalam bentuk dekomposisi dua persegi
L atin, dibutuhkan empat huruf Latina, b, ¢, d dengan
nilai-nilai 0, 4, 8, 12, dan jugaempat huruf Yunani ¢,
B, v, 0dengannilai-nilai 1, 2, 3, 4. Kemudian susun
huruf-huruf L atin dalam bentuk persegi Latin.

Karena di sini tidak ada aturan menyusun
keempat huruf a, b, ¢, d dalam baris pertama, maka
masukkan mereka dalam urutan. Untuk mengisi
elemen diagonal utama, padasel keduadiagonal ini
tempatkan huruf ¢ atau d. Misalkan dipilih ¢, maka
semua huruf akan terisikan pada diagonal utama,
dengan memperhatikan

huruf yang samatidak boleh berada duakali
pada sembarang baris atau kolom. Dengan caradi
atasmakadapat diperoleh susunan dalam gambar 2.8
berikut:

a b C d
d Cc b a
b a d c
C d a b
Gambar 2.8.

Jkadiperhatikan masing-masing diagond berig
keempat huruf, sehingga tidak ada persyaratan
pendahuluan untuk nilai-nilai huruf a, b, ¢, d. Demikian
jugaapabiladalamtempat sel keduadiagonad utama
diisikan d, gambar yang dihasilkan hanyalah
kemungkinan bentuk susunan lain, sehinggadengan
menggunakan gambar ini semuakemungkinanlain
dapat diwakili.

Sekarang untuk memasukkan huruf-huruf
Yunani, karenatidak adabarisatau kolomtengah yang
diberikan, ambil diagonal utamaa, c, d, b sebagai
senter, dan tentukan hanya sekali dalam sel yang
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terletak padasis lain yang berjarak samaduahuruf
yang berbeda. Oleh karenaitu pertamatam bahkan
huruf-huruf Latin padadiagonal utamadengan huruf-
huruf Yunani yang ekuivalen, dan kemudian
kombinasi kan huruf-huruf Yunani dengan ekuivalens
refleksinyayaitu: a dengan 6, b dengan ¥, ¢ dengan
B, d dengan «. Dengan cara ini dapat diperoleh
gambar 2.9. di bawahini.

ata | b+ | c+4 | d+yp

d+p c+y | b+a | a+o

b+y | a+p | d+6 | c+a

c+o | d+a | at+y | b+p
Gambar 2.9.

Dengan demikian persegi gjaib di atastelah
didekomposisi atasduapersegi Latin, yaitudalam
huruf-huruf Latin dan Huruf-huruf Yunani, secara
penuh dalam semua bariskolom dan diagond tanpa
adanya sejumlah pembatasan. Karenaada 4! = 24
varias susunan empat huruf, makasecarabersama
sama ada 24 x 24 = 576 gambar persegi gaib
berbeda dapat dibentuk, dan beberapadari bentuk
yang dibuat dengan caraini mempunyai bentuk yang
benar-benar berbedastruktur.

Namun jika dikaitkan dengan masalah
eksstens hd ini tidak menjadikan masalah. Bahkan
caraini dipandang sebagal tonggak |ahirnyametoda
yang baru.

c. Persegi Ajaib 5x 5

Untuk menyusun persegi ajaib order 5
diperlukanlimahuruf Latina, b, ¢, d, e, danlimahuruf
masing 0, 5, 10, 15, 20 untuk huruf-huruf Latin, dan
1, 2, 3, 4, 5 untuk huruf-huruf Yunani. Keduajenis
huruf harusberadadadam satu sel dalam persegi ddam
susunan sedemikian hinggasemuahuruf beradadadam
setiap baris, kolom, dan keduadiagonal.

Pertamamasukkan semuahuruf latin dalam
urutan di baris atas persegi, dan kemudian isikan
diagona utamadengan huruf sedemikian hinggahuruf
yang samatidak muncul duakali dalam sembarang
garislainnya, yang manacaraini dapat dilakukan
dengan lebih dari satu cara. Sekali garisini telah
dibuat, maka diagonal lainnya segera dapat
ditentukan. Kemudian di bawah sel tengahiskana
dandi atasnyaiskan dengand, makaeemen-eemen
dalam kolom tengah dapat terisikan dengan lengkap,
dan sdanjutnyad emen-elemen daam barissisadapat



segeradilengkapi. Salah satu hasil dapat diperoleh
seperti gambar 2.17 berikut ini memberikan bentuk
persegi Latin berorder 5.

Pertamamasukkan semuahuruf latin dalam
urutan di baris atas persegi, dan kemudian isikan
diagond utamadengan huruf sedemikian hinggahuruf
yang samatidak muncul duakali dalam sembarang
garislainnya, yang manacaraini dapat dilakukan
dengan lebih dari satu cara. Sekali garisini telah
dibuat, maka diagonal lainnya segera dapat
ditentukan. Kemudian di bawah sel tengahisikana
dandi atasnyaisikan dengand, makaelemen-eemen
ddam kolom tengah dapat terisikan dengan lengkap,
dan selanjutnyad emen-elemen dalam barissisadapat
segeradilengkapi. Salah satu hasil dapat diperoleh
seperti gambar 2.17 berikut ini memberikan bentuk
persegi Latin berorder 5.

a b c d e
e c d a b
d e b Cc a
b d a e c
Cc a e b d
Gambar 2.17.

Selanjutnyauntuk mengis sel dengan huruf-
huruf Yunani, adalah tidak membantu gpabiladimula
dengan menggunakan salah satu diagondl . Tetapi jika
dipilih kolomtengah, makaterdapat huruf-huruf yang
berbeda pada setiap keduasisi kolom yang terkait.
Sehinggaisikan kolom tengah dengan huruf-huruf
Yunani yang ekuivalen, dan huruf yunani di tempat
ekuivaen Latinrefleksinya, yang kemudian diteruskan
dengan pengisian el lain dengan mempertimbangkan
keberadaan huruf lain tidak boleh duakali dalam
stigpgaris. Makadengan caradi atasdapet diperoleh
persegi gjaib seperti padagambar 2.18 berikut ini:

d+p

aty

ate | b+o

e+p

d+a

cty eta

d+o
b+

ata

C+a b+e

a+o

c+p
d+y

ety Cte

d+¢ e+o

a+p

b+y

c+o e+e | b+a

Gambar 2.18.

Jelas bahwa tidak ada pembatasan pada
gambar yang telah dihasilkan ddlam gambar 2.16, dan
huruf Latin dan Yunani dapat diambil sembarang
bilangan yang ditentukan. Karenaterdapat limahuruf
makaterdapat 5! = 120 permutas yang mungkin, dan
secarakesel uruhan terdapat 14.400 variasi bentuk
persegi gjaib5x 5.

3.2.2. Konstruksi Coba-Salah

Harus diakui bahwa metoda Coba-Salah
merupakan sal ah satu carakuno untuk memperoleh
sesuatu yang diinginkan, meskipun tidak efektif dan
kurangilmiah. Namun jikadikaitkan dengan masdah
eksistens hd ini tidak menjadikan masalah. Bahkan
caraini dipandang sebagal tonggak |ahirnyametoda
yang baru.

Salah satu hasil metoda coba-salah dalam
menemukan eksistens persegi gjaib adalah ketika
ditunjukkan keberadaan persegi gjaib berorder 8.
Adalah Bejamin Franklin (Kreher, 2004) seorang
Presiden Amerika Serikat, dalam suatu biografinya
mengatakan bahwaketikamerasapenat duduk dalam
dengar pendapat di Senat dan melepas|elah dengan
mencobamenyusun persegi gjaib berorder 8 seperti
padagambar 2.25. berikutini. Meskipuntidak disertai
dengan bagaimana formulasi analitik untuk
mengkonstruksinya, namun cukup untuk
menyimpulkan bahwaini merupakan hasl pemikiran

cerdas dan mendasar.

%2 61 4 13 2 20 % &
1 3 62 ol 4% B Kl 19
5 60 5 12 pAl 28 3 4
il b 59 % 8 3B a 2
5 58 1 10 2 2% 3 &
9 8 5 5% 4 4 5 2
% 63 2 15 18 A A &
16 1 b4 4 8 3 2 i

Gambar 2.25.
3.2.3. Konstruksi De La Loubére

Salah satu bentuk generalisasi konstruksi
persegi gjaib, De La Loubére pada tahun 1693
(Kreher, 2004) tel ah memberikan suatu metodaumum
dalam mengkonstruks persegi gjaib berorder ganjil
2m + 1. Meskipun masih sebatasorder bilangan ganjil
namunjelasini merupakan hasl yang menggembirakan
untuk penyelesian masalah konstruks persegi gaib.
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Langkah-langkah yang diberikan dalam
menyusun persegi beroder ganjil adaah sebagi berikut

1. Tempatkan bilangan 1 dalam sel tengah baris
pertama.

2. Secara berturut-turut tempatkan bilangan-
bilangan berikutnyadalam diagonal dalamarah
kanan ataskecudi:

a) Apabilasudah menjangkau barispaling atas
makabilangan sdanjutnyaditulisddam baris
paling bawah dan kolom sdlanjutnyadi mana
elemen padabarispaling atas berada.

b) Apabila sudah menjangkau kolom paling
kanan, makabilangan sdlanjutnyadituliskan
padakolom paling kiri dan barissebelumnya
dimana elemen pada kolom paling kanan
berada.

c) Apabilabarisatasnyayangakandiis bilangan
berikutnyasudahteris, atau jikapojok kanan
atas telah terisi maka tulislah bilangan
selanjutnyaitu dalam kolom yang samadan
barisdibawahnya

Sebagai contoh metoda di atas dapat
diterapkan untuk mengkonstruksi persegi gaib
berorder-5 seperti padagambar 2.26. di bawahini

17 | 24 1 8 15
23 5 7 14 | 16
4 6 13 | 20 | 22
10 | 12 19 | 21
11 | 18 | 25 | 2 9
Gambar 2.26.

3.3 Hasil Penelitian

Suatu upaya untuk melakukan generalisas
konstruksi persegi gjaib pada semua order adalah
memodifikasi bentuk persegi gjaib yang telah
ditemukan sebelumnya.

1). Operasi Skalar Persegi Ajaib

Misalkan A = [aij] adalah persegi agjaib
berorder-n dan u sembarang bilangan. Jumlahan
skalar A dengan bilanganu ditulisA + u atauu + A
adal ah persegi dengan elemen-elemen [aij +u] untuk
semuai, j =1, ....n. Sedangkan perkalian skalar A
dengan bilangan u ditulis Au atau uA adal ah persegi
dengan elemen-elemen [uaij].
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Operasi skalar pada persegi agjaib tidak
mengubah sifat gjaib persegi, kecuai yang berubah
adadahjumlahgaibnya

2. Konstruksi Strachey

Strachey (1918) mengemukakan suatu teorema
keberadaan persegi gjaib berdasarkan persegi gjaib
lain yang berorder lebih besar dari sebelumnya.
Pengkonstruksian persegi gjaib ini didasarkan pada
penambahan operasi penjumlahan skalar persegi
gab.

Misalkan M himpunan semuabilangan bulat n
sedemikian hinggaadapersegi gjaib berorder n.

Teorema 1: (Strachey)
Jkaue M, uganjil maka2ue M.
Bukti:
Misalkan A adal ah persegi gjaib berorder u =
2m+1, m> 1.
Makabilangan gjaib untuk persegi A adalah

- 2 2 3
adalah{“u ] u? _uitu
2 u 2
Bilangan gaib yang dibutuhkan padapersegi
gjaib berorder-2u adalah
(2u)® + 2u
2

Persegi ajaib berorder 2u dari A dapat
dikonstruks denganlangkah-langkah sebagai
berikut:

Langkah 1:
Susunlah bilangan-bilangan dalam bentuk
persegi dalam empat blok areaseperti ddam
gambar 3.1 dibawahini

A A + 2u°
A+3u° | A+U°

= 4u3 + u.

Gambar 3.1.
Langkah 2:
L akukan perubahan persegi pada gambar
3.1 dengan mempertukarkan € emen-elemen
yang seletak pada blok atas dengan blok
bawah yang terarsir seperti padagambar 3.2
di bawahini. Sementaraitu bilangan-bilangan
pada baris atau kolom yang tidak terarsir
biarkan tetap padaposis semula



m kolom m—1kolom
——

N
L

Gambar 3.2

Analisis Kolom:

o Padagambar 3.1, jumlah e emen-elemen
pada setiap kolom ke-1 sampai kolom ke-u adalah

u+u (U
+
2

o Sedangkan jumlah e emen-elemen pada
setiap kolom ke-(u+1) sampai kolom ke-u? adalah

w

+Uu

+U'U2J =4u® +u.

3 3
(Fy U2+ (o
Padalangkah 1 di atasterlihat bahwajumlah
€lemen-elemen padasetiap kolom jumlah bilangan
gabyangdiinginkan

+
c

+ U-u?) =4u3 + u.

Analisis Baris:

O Adanyapertukaran d emen-eemen padalangkah
2 di atas tidak mengakibatkan terjadinya
perubahan jumlahan padasetigp kolom, sehingga
jumlah bilangan-bilangan padasembarang kolom
adalahtetap.

O Jumlah elemen-elemen padabariske-1 hingga
bariske-u adalah

{¥Au® + u) + m-3uZ} + {¥Aud+u) +(m+
1-2u? + (m—=1)-u?} =4ud +u.

O Jumlah elemen-elemen pada baris ke-(u + 1)
hinggabariske-2u addah

{¥Au+u) + (m+1)-3uF} +{¥Au+u)+(m
+1)-.u?+ (m—1)-2u% =4u®+u.
Pada langkah 2 di atas terlihat bahwa jumlah
elemen-demen padasetigp kolom dan setigp baris
memenuhi jumlah bilangan gabyangdiinginkan.

Analisis Diagonal:

O Pada langkah 2 jumlah elemen-elemen
diagonal utama adalah {%2(u® + u) + (m +
1)-3u? + {¥%Aud+u) + (m+ 2)-u>+ (M —
1)-2u%} = 4u® + u.

U Sedangkanjumlah éemen-elemen diagona
keduapadalangkah ke-2 adalah
{%Au®+u) + m-3u? + {3 +u)+(Mm+
2)-2u? + (m —1)-u%} =4u +u.

Dengan demikian persegi yang telah dikonstruks

dengan langkah 1 dan langkah 2 di atas

menghasi|kan persegi gaib berorder-2u.

%

Contoh:

Ambil persegi gjaib berorder u =5, makalOe

M.

Bukti:

Misalkan dengan metoda De La Loubére

diperoleh persegi gab

17| 24| 1 8 | 15
23| 5 7 |14 ] 16
4 6 |13 | 20| 22
10| 12| 19| 22| 3
11 |18 | 25| 2 [°)
Gambar 3.3.
Langkah 1:

Buatlah persegi dengan memodifikas dari persegi
padagambar 3.3 hinggadihasilkan persegi pada
gambar

17 24 1 2 15 a7 T4 51 38 63

23 5 ¥ 14 16 ] 55 57 i (il

4 i1 155 20 22 54 56 63 Ta T2

10 12 19 21 3 ] 62 L] 71 53

11 18 25 2 9 él 68 75 52 59

9z ag Th 23 20 42 49 26 33 40

a9z a0 22 29 91 42 30 32 39 4

79 a1 23 95 97 a9 31 38 45 47

&5 a7 94 96 i 35 37 44 A 28

a6 93 oo T 24 36 43 50 a7 34

Gambar 3.4
Langkah 2:
L akukan pertukaran e emen-elemen padaarsiran
blok atas dengan blok bawah diperoleh persegi
gjaib berorder 10 dengan bilangan gjaib = 4u® +
u=4x5*+5=505yaitu
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o2 99 1 2 15 a7 4 51 58 40

o8 20 7 14 18 73 55 37 64 41

4 21 88 20 22 54 | 56 63 70 47

83 37 19 21 3 a0 62 69 71 28

86 93 25 2 9 61 63 75 52 34

17 24 Té 23 o0 42 43 26 33 63

23 3 22 29 91 42 30 32 39 [al}

T [} 13 95 o7 29 31 38 45 72

10 12 4 96 T2 35 37 44 | 44 33

11 12 100 7 24 | 36 43 30 a7 39

Gambar 3.5.3.

3.4. Konstruksi Perkalian

Sebagai hasi| dari keberadaanteoremal adalah
semuabilangan genap yang mempunyai faktor ganjil
pasti merupakan order persegi gjaib. Tetapi bilangan
genap yang tidak mempunyai faktor ganjil harus
dilakukan penydidikan lebih lanjut. Untuk itu berikut
ini dikemukakan operas perkalian persegi yang akan
dipergunakan untuk membangkitkan persegi gjaib
dengan order lebih besar.

Misakan A= [aij] adalah persegi gaib berorder
m danjumlahangaib a=m(m?2+1)/2,danB = [bij]
persegi g aib berorder n dengan jumlahan gjaib f=
n(n?+ 1)/2. Perkalian duapersegi A dan B ditulisA®B
adalah persegi berorder-mn yang berbentuk

A®B=|auB a,B a,,B]
a,B a,B --- a,B
_amlB amZB o a‘mm B_

Jika A dan B keduanya adalah persegi gjaib
makajelas bahwa A ® B merupakan persegi gjaib
jugayang berorder-mn dengan jumlahan gjaib o..
Hal ini secaraformal dinyatakan dlam teoremaberikut

Teorema 2:
Jkam,ne M, makamn e M.

Bukti :
Jel as bahwa jumlahan semua el emen dalam
tiap baris, kolom, atau diagonal adalah sama
yaitu sebesar o = {m(m? + 1)/2}{n(n? +
1/2} = mn(m? + 1)(n?+ 1)/4
%

Catatan:

Perkalian dua persegi gjaib tidak bersifat
komutetif. M esklipun keduanyamenghasilkan
persegi gaib jugatetapi mungkin hasil kali A
® B #B ® A dalam arti bentuk susunannya
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Jka
16 3 2 13
8 1 6
5 10 11 8
A=|3 5 7| danB=
9 6 7 12
4 9 2
A=,danB=MakaAe®B4% 1o 14 1

128 24| 16| 104] 16 3 20 13 %] 18| 12|78
40 80| 83| &4 50 10 1 8] 30| 60| 6648
72| 48] 56| 96 9 & 712 54 3| 42) 72
32| 120 112 8 41 15] 14 1] 24| 30| 84] 6
48 l 61 39 BO| 15] 10| s5| 112 21) 14| 91
15 30| 33| 24] 25| 50| 55| 40| 35| 70| 77|56
27| 18| 21| 36| 45| 30| 35| 60| 63| 42] 4% 84
12] 45| 42 31 20 5] 70 S 28] 105|%8] 7
64 12 8] 52] 144 27| 18| 117| 32 6] 4126
20| 40 44| 32] 45| %0 85| 2| 10 20) 22|16
36| 24| 28| 48] 81| 54| &3 10| 18] 12] 14| 24
16] 60 356 4] 36| 135] 126 9 8] 30[28) 2

Dengan berbeka informas yang tertuang baik
dalam bentuk observas konstruks maupun teorema
formal, penelitian ini bermaksud mencoba mencari
pembenaran bahwauntuk sembarangn € N, maka
adapersagi gaib berorder-n dengan satu perkecudian
untuk n=2. Hal ini secaraformd diberikanddam bentuk
teoremaberikut.

Teorema3:
Untuk sembarang n € N, n # 2 maka ada

persegi gjaib berorder-n.

Bukti:

MisdkanM addahhimpunan bilangan-bilangan
adi nuntuk manaadapersegi gabberorder-n. Misadkan
pulahimpunanbilanganadi dipartis menurut kongruens
bilangan modulo4, sehinggasetigpbilanganadi n akan
kongruen dengan sdah satudari bilangan-bilangan0, 1,
2, atau 3.

Dari survey dan penjel asan teoremasebelumnya

diperolehinformasi bahwa

1). 1,3,4,5,6,8 M (Dekomposisi Persegi
latin dan konstruks Benjamin Franklin)

2).2n+1e M, untuk semuan (Konstruksi De

Lal oubére)

3).2(2n + 1) =4n + 2 € M untuk semua n

(konstruks Strachey)

4). Jikam,n e M, makamn e M (konstruksi
perkaian)

a. Dari hasil 2). diketahui bahwa semua

bilangan ganjil merupakan bilangananggota
M, sedangkan bilangan ganjil adalah
kongruen dengan bilangan 1 atau 3modulo



4. Jadi n € M untuk semuan=1, 3 (mod
4).

b. Dari hasl 3). diperolehkesmpulanne M,
untuk semuan =2 (mod4), n = 2. Sehingga
jikadigabung dengan a. diperolehkesmpulan
ne M untuk semuan=1, 2, 3(mod 4).

c. Andaikann=0(mod4),n=0. Makan =
4k = 4rq, g # 0 (mod 4), q > 2. Menurut
hasil b. haruslah g € M. Sedangkan
berdasarkan hasil survey 1) dan 4) maka
harudah4’e M. Dansekdi lagi menurut hesil
4) makaharusahn =4rq e M.

Dengan demikian terbukti bahwa semua
bilangan adli n kecuali 2 adapersegi gaib berorder-
n. %

4. KESIMPULAN DAN SARAN
4.1. Kesimpulan

Penelitian ini telah berhasil mengobservasi
keberadaan persegi gjaib padaorder n sembarang
dan n# 2. Namun metodayang tel ah dibahashanya
berlaku untuk persegi gjaib baku. Ini berarti upaya
mengeneralisasi kan suatu metodakonstruks dapat
dilanjutklanlagi.

4.2.Saran
Pembaca yang berminat bisa melakukan
penelitian serupayang ditekankan padakeberadaan
persegi g aib yang melibatkan elemen-elemenlebih
umum lagi. Menarik dipelajari padakasus barisan
geometri atau bari san dengan komposis tertentu.
Suatu permasal ahan terbukaadalah

1. Jikadiberikan n? bilangan bulat yang berbeda
secarasembarang tanpadiberikan pola, dapatkah
mengkonstruks persegi gaib?

2. Jkaada, sampai tingkat/order berapapersegi itu
dapat dikonstruksi?

3. Jikatidak ada, dengan mengurangi peryaratan
gjaib seperti pada kasus persegi semi magic,
dapatkah persegi gjaib dikonstruksi? Sampai
order berapa?
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